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The quasi proportions of Píetro Mengoli and the concept of límit in the 17th century 

Abstract: This contribution deals with the results of the analysis of the Geometriae speciosae 
elementa (Bologna, 1659) of Pietro Mengo/i (1626-1686), who was probab/y Cava/ieri's 
(1598-1647) most original pupil. In his work Mengoli develops a new method to ca/cu/ate 
quadratures by using a numerical theory named "quasi proportions". Mengo/i settles this 
theory from the theory of proportions of the book V of Euc/id's E/ements and from the idea 
of quasi ratio through Vieta's Algebra Speciosa. 
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Introducció 

Aquest article fonna part d'un treball més ampli que porta per títol: "Contribucíó 
de Pietro Mengoli al concepte de límit a través d'una teoria de les quasi proporcions"1. El 
treball consisteix en l'analisi exhaustiva de la teoria de "quasi proporcions" exposada per 
Mengoli en els tres prímers Elementa de la seva obra Geometriae speciosae elementa 
(Bolonya, 1659).· 

En el treball es fa palesa l'originalitat de l'obra de Pietro Mengoli tant pel que fa 
a la seva forma d'exposició com pel que fa al seu contingut. Aquí presentarem una síntesi 
d'aquesta analisi i de les seves conclusions. 

1 Aquest treball va ser presenta! a la Universitat Autónoma de Barcelona l'l d'octubre de 1993 pera l'obtenció 
del tltol de Magíster en Historia de les Ciencies. Un article complet sobre aquest treball sera publica! properament. 
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La Geometriae speciosae elementa de Pietro Mengoli2. 

L'obra que analitzem, Geometriae speciosae elementa (Bolonya, 1659), és de la 
seva primera epoca i és de matematica pura. L'obra té 472 pagines i esta composta de sis 
capítols, amb títol propi, que Mengoli anomena Elementum, i una introducció que porta per 
títol: Lectori Elementario. Aquesta introducció té 80 pagines i en elles explica cada un deis 
capítols per separat. Explicarem breument el contingut de cada Elementum. 

PRIMUM: De potestatibus, a radice binomia, et residua, pp. 1-19. 
Dóna les potencies d'un binomi expressades amb lletres tant pel que fa a la suma 

com pel que fa a la resta. 

SECUNDUM: De innumerabilibus numerosis progressionibus, pp. 20-94. 
Calcula nombroses sumes de potencies i productes de potencies amb una notació 

propia i demostra algunes identitats. 

TERTIUM: De quasi proportionibus, pp. 95-147. 
Defineix raó quasi nul·la, quasi infinita i quasi un nombre. Amb aquestes 

definicions construeix una teoría de quasi proporcions basant-se en la teoría de proporcions 
del llibre cinque deis Elements d'Euclides. 

QUARTUM: De rationibus logarithmicis, pp. 148-200. 
Construeix analogament al Uibre cinque deis Elements d'Euclides una teoría 

completa de proporcions logarítmiques. 

QUINTUM: De propriis rationum Iogarithmis, pp. 201-347. 
Construeix el logaritrne i les seves propietats utilitzant els resultats anteriors. 

SEXTUM: De innumerabilibus quadraturis, pp. 348-392. 
Calcula les quadratures de corbes que corresponen a les funcions que avui 

representem 

amb la teoría de quasi proporcions explicada a l'Elementum tertium. A més a més, calcula 
baricentres de les arees d'aquestes corbes. 

Mengoli en aquesta obra elabora un nou metode per fer quadratures. De fet durant 
tot el segle XVII la majoria deis materna.tics treballaven en problemes de quadratures. Des 
de l'any 1600 al 1680 les eines utilitzades per aquests materna.tics varen donar lloc a 
variades versions d'infinitesimals i indivisibles, una mena de precalcul. Cavalieri (1598-

2 Dades sobre la biogratia de Pietro Mengoli (1626-1686) es troben a Natu~i (1971), 303-304 i Baroncini, 

Cavazza (ed.) (1986), 1-22. 
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1647), mestre de Mengoli, va ser un deis primers a desenvolupar un nou metode, el deis 
indivisibles3

• Quan ho va fer hi havia dos antecedents clars: la tecnica deis antics que avui 
s'anomena metode d'exhaustió (Eudox-Arquimedes) i el treball de Kepler (1571-1630)4. 

Al comenr;ament de la Geometriae speciosae elementa, en una carta dedicada a D. 
Femando Riario, Mengoli explica la relació del seu metode de quadratures amb els metodes 
coneguts fins aleshores: 

Ambdues geometries, l'antiga d'Arquimedes i la nova deis indivisibles de 
Bonaventura Cavalieri (preceptor meu), així com també l'algebra de Vieta, han estat 
tractades amb bastant d'encert per persones cultes; d'elles en resulta una de nova 
que no ha estat elaborada ni de manera confusa ni com si fos una barreja, sinó 
mitjan,;ant la incorporació d'algunes millores i que és la manera propia del nostre 
treball, que no podra desagradar a ningú5

. 

Mengoli, que coneix )'obra d'Arquimedes i de Cavalieri, introdueix un element nou 
dins la seva geometría, l'Algebra Speciosa de Vieta, que cita constantment. 

Una altra de les fonts utilitzades per Mengoli en aquesta obra són els Elements 
d'Euclides. Mengoli utilitza constantrnent les definicions i les proposicions deis Elements 
d'Euclides en les demostracions deis teoremes al llarg del llibre6

. 

En elaborar el seu nou metode de quadratures, va seguir Mengoli la teoría 
cavalieriana deis indivisibles? Semblaria natural que fos així, ja que Mengoli era deixeble 
de Cavalieri, pero en fer l'estudi de la seva obra hom s'adona que la base del metode de 
Mengoli és la teoría de les "quasi proporcions", una teoría numerica de sumatoris de 
potencies i límits d'aquests sumatoris que no tenen res a veure amb les Omnes /inae de 
Cavalieri. 

Les raons del perqué Mengoli no va seguir el camí del seu mestre no les sabem 
amb seguretat, pero el metode del mestre va rebre moltes crítiques, i Mengoli no podía 
deixar de ser-ne sensible. Una possible explicació la podem trobar en la carta que Mengoli 
dedica a Dominico Cassino, en l'Elementum sextum de la Geometriae. Mengoli deia que feia 

3 El metode de Cavalieri esta explieat basicament en dos deis seus llibres: Geometría indivisibilibus 
continuorum nova quadam ralione promota, (Bolonya, 1635) i Exercilationes geometricae sex, (Bolonya, 1647). 
La importancia del metode de Cavalicri és palesa dins la historia de les matcmatiqucs i ha donat lloc a molts 
estudis com els de Giusti (1987), Andersen (1984/85), Massa (1994). 

4 
El treball de Kepler per a la recerca de quadratures i cubicacions esta explicat en !'obra Stereometria 

Doliorum. (Linz, 1615). Aquesta obra de Kepler sembla que no va influir sobre el metode de Cavalieri ni sobre 
Mengoli que ni l'anomena. 

5 Mengoli (1659), 2-3. lotes les traduccions d'aquest treball són de !'autora i intenten respectar el pensament 
de Mengoli. 

6 
Pero on és més palesa la influencia deis Elements d'Euclides és en la propia construcció de la teoria de quasi 

proporcions com tot seguit explicarem. 



236 MA ROSA MASSA ESTEVE 

onze anys que havia trobat innombrables quadratures de figures planes utilitzant el metode 
de Cavalieri, i justificava així no haver-les donat_ a coneixer: 

Mentrestant vaig deixar de banda aquest afegit que havia fet a la Geometria deis 
indivisibles, perque vaig témer l'autoritat d'aquells que jutgen falsa la hipótesi que 
la infinitat de totes les rectes d'una figura plana sigui una figura plana; ho vaig 
deixar no perque jo fos d'aquesta opinió, sinó que la vaig esquivar perque la 
trobava dubtosa i vaig intentar, si m'era possible, d'establir fonaments nous i segurs 
al mateix metode deis indivisibles o a uns altres metodes nous que fossin 
equivalents'. 

Mengoli en la carta de l'Elementum sextum reconeixia que els fonaments del metode 
deis indivisibles de Cavalieri no eren prou segurs, i tot volent fonamentar solidament e l 
metode del seu mestre emprengué un camí nou, el de les series infinites. De fet, després de 
1650 els metodes analítics van rebre més atenció ja que, per la influencia de Vieta i, 
sobretot, de Descartes, s'acceptaven cada cop més els metodes algebraics en el camp de la 
geometria, i a més augmentava l'interes pe! treball numeric: interpolació, aproximació, etc. 
Altres matematics d'aquella epoca també van intentar aquest camí. Entre ells podríem citar 
Fermat (1601 -1 665), Roberval (1602-1675), Pascal (1623-1662) i Wallis ( 1616-1703). Un 
deis objectius d'aquests matematics era calcular el límit8: 

l P + +tP 1 
lím [ ••••••••• J 

tp+l p + 1 

quan t tendeix a infinit, ja que aquest limit els permetia quadrar les paraboles 

y = xP 

sent p qualsevol enter positiu. Mengoli també va calcular aquest límit en la seva nova teoria 
de quasi proporcions i ho va fer d'una manera original i generalitzadora. Concretament ho 
va fer en el teorema 42 de l'E/ementum tertium, on calcula que la raó 

[p+l ] i (P).aP-'. [t-a]' 
a=l r 

tendeix a 1, quan el nombre de termes es fa molt gran. 

7 Mengoli (1659), 364. 

8 Es calculava de manera intuniva o bé donant valors sense cap prova ni justificació matematica. 
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La teoría de quasi proporcions 

Mengoli amb l'objectiu de calcular quasi raons en l'Elementum tertium, previament, 
en els dos primers Elementa, va calcular innombrables sumes finites de potencies de 
nombres i de productes de potencies de nombres. Mengoli no va trobar aquests sumatoris 
de potencies donant valors, sinó que s'inventa una construcció original i avantatjosa d'aquests 
sumatoris. Tot seguit, els va col·locar en unes taules triangulars, i va obtenir unes relacions 
noves deis termes d'aquestes taules, que Ji van faci litar, tot i no aconseguir una regla 
comuna, els calculs deis sumatoris per a qualsevol exponent enter positiu9

. Aquí és on 
Mengoli utilitza l'algebra de Vieta per la seva geometría. Igual que Vieta, Mengoli va 
utilitzar lletres i no nombres per la construcció deis sumatoris i a més va donar noms a 
alguns vietians i altres de nous a les expressions algebraiques deis sumatoris. També va 
utilitzar les taules triangulars de Vieta per construir-ne de noves'º. En elles va trobar unes 
relacions noves que li van permetre calcular innombrables sumatoris de potencies i de 
productes de potencies. El valor d'aquests sumatoris finits és la base per poder obtenir les 
quasi raons. 

En l'Elementum tertium, després d'obtenir tots aquests innombrables sumatoris, 
Mengoli va elaborar la teoría de les "quasi proporcions" que ell mateix qualifica d'element 
geometric fins ara desconegut, en la carta-dedicatoria: 

"En les Quasi proporcions he establert un element geometric fins ara desconegut 
(inauditum) per resoldre teoremes, a més a més molt difícils, mitjans;ant un treball 
facil" 11

. 

Comens;a aquest Elementum després de la carta amb sis definicions sorprenents 12
: 

J. Una raó indeterminada determinable, que en determinar-se pot ser més gran que 
qualsevol [raó) donada, en la mida en que es va determinant, es <lira quasi infinita. 
2. I que pot ser més petita que qualsevol (raó) donada, en la mida en que es va 
determinant, es <lira quasi nul·la. 
3. I que pot ser més petita que qualsevol raó més gran que un; i més gran que 
qualsevol raó més petita que un, en la mida en que es va determinant, es <lira quasi 
igual a un. O bé dit d'una altra manera, que pugui esser més a prop d'un, que 

9 Una descripció de les taules, de la construcció deis sumatoris i del seu calcul es veura a Massa (1995) 11-17. 

10 Dins l'obra de Vieta he trobat tau les similars a "Ad Angulares Sectiopes" dins Victe (1983), 297-299. 

11 Mengoli ( 1659), 95. 

12 Una anitlisi exhaustiva d'aquestes dcfinicions i del significa! mengolii\ d'algunes expressions com ara raó 
indeterminada determinable es veura a Massa (1995), 18-22. També alguns comentaris a Agostini (1925), 20 i 
Cassina ( 1936), 90. 
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qualsevol raó donada no igual a un, en la mida en que sigui tal, es dira quasi igual 
a un. 
4. I que pot ser més petita que qualsevol raó més gran que una raó proposada; i 
més gran que qualsevol raó més petita que la mateixa raó proposada, en la mida 
en que es va determinant, es dira quasi igual a aquesta raó. O bé d'una altra 
manera, que pugui ésser més a prop de qualsevol raó proposada que qualsevol altra 
raó que no sigui igual a aquesta, en la mida en que sigui tal, es dira quasi igual a 
la raó proposada. 
5. I els termes de raons quasi iguals entre si es diran quasi proporcionals. 
6. I els termes de raons quasi iguals a un es diran quasi iguals13

. 

Després d'aquestes sis definicions, Mengoli va fer 61 teoremes que atenent al 
contingut podem separar en dos grans blocs: fms al teorema 33 va demostrar les propietats 
de les quasi proporcions, i a partir del teorema 34 va calcular quasi proporcions concretes. 

En els sis prirners teoremes, en els quals no intervenen expressions "quasi", 
Mengoli va demostrar que les propietats que verifiquen les proporcions en els Elements 
d'Euclides també es verifiquen quan es posa el signe més gran o més petit en comptes de 
!'igual. Mengoli va fer servir els mateixos noms que Euclides amb el mateix significat. A 
continuació, va demostrar, del teorema 7 fins al 33, totes les propietats i relacions de la nova 
expressió quasi, basant-se en les sis defmicions i en aquests sis prirners teoremes. Com que 
ha demostrat en aquests sis prirners teoremes que les propietats (convertendo, 
componendo, .. ) que Euclides havia demostrat certes per proporcions es poden aplicar a 
desigualtats, Mengoli va demostrar en aquests teoremes que aquestes propietats es 
continuaran verificant encara que la raó es faci tan gran com es vulgui (raó quasi infmita), 
o bé tan petita comes vulgui (raó quasi nul·la) o bé tan a prop d'una raó comes vulgui (raó 
quasi un nombre). 

I a partir del teorema 34, Mengoli es va dedicar a calcular els quasi associats a un 
nombre t que va augmentant el seu valor. Així va establir raons entre tot tipus de sumatoris 
i el nombre t, que ha utilitzat per construir-los, elevat a diferents exponents. Tot seguit va 
calcular a que tendien aquestes raons quan el nombre de sumands es fa molt gran, obtenint 
d'aquesta manera totes les quasi raons possibles. A tall d'exemple, va calcular les quasi raons 
següents quan t es fa molt gran: • 

Teorema 34. t : 1 quasi infinit14
. 

Teorema 35. (t-1) : I quasi infinit. 
Teorema 36. t quasi igual a (t-1) quasi igual a (t+ 1). 
Teorema 38. Amb m>n f" : f quasi infinit. 
Teorema 39. f" quasi igual a (t-Ir quasi igual a (t+ 1r. 

13 Mengoli (1659) 97-98. 

14 La traducció i l'analisi d'aquest teorema basic peral calcul de quasi raons es veura a Massa (1995), 24-26. 
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I en el teorema 42 de l'Elementum tertium calcula que la raó 

és quasi 1, quan el nombre de termes esfa molt gran15
. Aquesta quasi raó és s imilar al límit 

que intentaven calcular els matematics de !'epoca, ja que el denominador p + 1 del límit 
aquí esta multiplicant el surnatori. Mengoli, a més, generalitza aquesta quasi raó per a 
qualsevol valor de l'exponent p enter positiu. Després, en l'Elementum sextum, aquesta quasi 
proporció la va aplicar a les figures per calcular quadratures, sent el primer terme de la 
proporció la raó abans esmentada i el segon tenne de la proporció la raó entre una area 
coneguda i l'area que volia trobar. 

Conclusions 

Mengoli va ser original tant pe! que fa a la forma d'exposició d'aquesta obra com 
pe! que fa al seu contingut; Mengoli va elaborar una nova teoría numerica amb !'original 
idea de quasi raó, la qua! li va permetre primer calcular límits i després fer quadratures. 
Mengoli ho va fer en una epoca en que els metodes geometrics encara eren els majoritaris 
i eren pocs els qui introdu1en elements algebraics per fer geometría. Per una banda, la 
utilització de les lletres per representar els nombres i per l'altra, la utilització de les taules 
triangulars que, a més a més, li van permetre generalitzar resultats. Mengoli, en calcular les 
quasi raons no ho va fer donant valors, sinó que amb les propietats demostrades de les quasi 
proporcions, els calculs dels sumatoris i les taules va poder calcular alhora innombrables 
quasi raons. O sigui que per Mengoli la funció de la teoría de les quasi proporcions i de les 
taules triangulars era, sobretot, constituir una eina per obtenir innombrables límits i després 
innombrables quadratures. 

Malgrat totes aquestes innovacions Mengoli va ser poc compres. Tot i que les seves obres 
eren molt apreciades pels matematics europeus quan encara vivía, sembla que va morir anlat 
i ignorat. Els motius no acaben de quedar clars. És possible que la seva manera d'escriure, 
confosa i enrevessada, i la complicació constant de la seva notació fessin dificil la lectura 
de les seves obres i aixo impedís que tingués seguidors16

• 

IS Mengoli (1659), 130. 

16 Aixi, Barrow, en una carta a Collins, va dir que era més dur que l'arab i que si Mengoli havia descobert 
quelcom novedós, no tenia temps d'entretenir-se a esbrinar-ho. Giusti (1991), 213. 
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